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XIII.
Bonifert Domonkos Nemzetközi Matematikaverseny 2016/2017.

8. osztály
                                                                    2. forduló
JAVÍTÓKULCS

1.  Számoljuk össze először, hogy 1-tól 999-ig hány számban nem szerepel a 3-as!
· Az egyjegyű pozitív egész számok között 8 db ilyen van (1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9.)

· A kétjegyű pozitív egész számok között az első helyre 8 féle, a második helyre 9 féle számjegy kerülhet. Ez összesen 8 · 9 = 72 db szám
· A háromjegyű  pozitív egész számok között az első helyi-értékre kerülhet  8 db számjegy, a második helyi-értékre 9 db számjegy és a harmadik helyi-értékre szintén 9 db számjegy kerülhet. Így összesen 8 · 9 · 9 = 648 db ilyen szám. 1-től 999-ig nem szerepel a 3-as (8 + 72 + 648 =) 728  számban: 
· ezek számát kivonva 999-ből megkapjuk, hogy hány 3-ast tartalmazó pozitív egész szám van 1 és 999 között: 271 darab
· ugyanennyi megfelelő szám lesz 1000 és 1999 között: 271 darab
· 2000 és 2016 között a 2003 és a 2013 az csak, amelyben van 3-as számjegy: ez  2 darab
· összesen van:  271 + 271 + 2 = 544 db olyan szám, amiben van 3-as.
· A 2016-nál nem nagyobb pozitív egész számok száma 2016.
· 
[image: image8.bmp]( 0,269841 ( 0,27  (  27 %.
Válasz: A 2016-nál nem nagyobb pozitív egész számok 27 százalékában szerepel a 3-as számjegy.
Másként:  Gyűjtsük össze más módon, hogy 0-tól 1999-ig hány számban nem fordul elő a 3-as 
                 számjegy!  Az egyes helyi értékeken előforduló számjegyek alapján:

	Ezresek
	Százasok  
	Tízesek
	Egyesek

	2 féle    
	9 féle    
	9 féle    
	9 féle  


Ezek együtt 2 · 9 · 9 · 9 = 1458 db számot jelentenek, de így közéjük számoltuk a 0000-t is,   vagyis 1999-ig 1458 – 1 = 1457 olyan természetes szám lesz, amiben nincs 3-as számjegy.


2000-től 2016-ig, pedig csupán két számban van, a 2003 és a 2013, tehát 15 darab olyan van,  amiben nincs 3-as számjegy.

Összegezve 1457 + 15 = 1472-ben nem szerepel a 3-as számjegy és 2016 – 1472 = 544 db olyan van, amelyben előfordul a 3-as számjegy.


Az első 2016 darab pozitív egész számnak 
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· 100 ( 27 %-ában szerepel 3-as számjegy.

Másként: Vegyük sorra, hogy az egyes helyi értéken hányszor állhat 3-as számjegy.

	Ezresek (0)
	Százasok  
	Tízesek
	[image: image5.jpg]


Egyesek (3)

	1 féle    
	10 féle    
	10 féle    
	1 féle  


a) eset

	Ezresek (1)
	Százasok  
	Tízesek
	[image: image6.wmf]Egyesek (3)

	1 féle    
	10 féle    
	10 féle    
	1 féle  


b) eset  

	Ezresek (2)
	Százasok (0) 
	Tízesek
	[image: image7.bmp]Egyesek (3)

	1 féle    
	1 féle    
	2 féle    
	1 féle  


c) eset    

d) eset:  az egyesek helyén már 3-as nem állhat többször, azokat az eseteket már   

                            összeszámoltuk. Most a tízes helyi értéken csak 3-as számjegy álljon.

	Ezresek (0)
	Százasok
	Tízesek (3)
	Egyesek 

	1 féle    
	10 féle    
	1 féle    
	9 féle  


	Ezresek (1)
	Százasok
	Tízesek (3)
	Egyesek 

	1 féle    
	10 féle    
	1 féle    
	9 féle  


e) eset 

	Ezresek (2)
	Százasok (0)
	Tízesek (3)
	Egyesek 

	1 féle    
	    1 féle
	1 féle    
	9 féle  


f) eset

g) eset:  A százas helyi értéken csak 3-as számjegy állhat.

	Ezresek (0)
	Százasok (3)
	Tízesek 
	Egyesek 

	1 féle    
	1 féle    
	9 féle    
	9 féle  


	Ezresek (1)
	Százasok (3)
	Tízesek 
	Egyesek 

	1 féle    
	1 féle    
	9 féle    
	9 féle  


h) eset

	Ezresek (2)
	Százasok (3)
	Tízesek 
	Egyesek 

	1 féle    
	1 féle    
	9 féle    
	9 féle  


i) eset

       Ezek összesen 100 + 100 +2 + 90 + 90 + 81 + 81 = 544.
      Összesen 544, a feladat szövegének megfelelő számot találtunk, ami 
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· 100 ( 27 %-a  
       a  2016-nál nem nagyobb pozitív egész számnak.
Másként: Vegyük végig az összes lehetőséget!

a) eset:  Ha a 3-as az egyesek helyén áll és a számban nincs máshol 3-as.

	Ezresek 
	Százasok  
	Tízesek
	Egyesek (3)

	2 féle    
	9 féle    
	9 féle    
	1 féle  


b) eset:  Ha a 3-as a tízesek helyén áll és a számban nincs máshol 3-as.

	Ezresek 
	Százasok  
	Tízesek (3)
	Egyesek 

	2 féle    
	9 féle    
	1 féle    
	9 féle  


c) eset:  Ha a 3-as a százasok helyén áll és a számban nincs máshol 3-as.

	Ezresek 
	Százasok (3) 
	Tízesek 
	Egyesek 

	2 féle    
	1 féle    
	9 féle    
	9 féle  


d) eset: Ha a 3-as csak az egyesek és tízesek helyén áll és a számban nincs máshol 3-as.

	Ezresek 
	Százasok  
	Tízesek (3)
	Egyesek (3)

	2 féle    
	9 féle    
	1 féle    
	1 féle  



e) eset: Ha a 3-as csak az egyesek és százasok helyén áll és a számban nincs máshol 3-as.

	Ezresek 
	Százasok (3) 
	Tízesek 
	Egyesek (3)

	2 féle    
	1 féle    
	9 féle    
	1 féle  


f) eset:  Ha a 3-as csak a százasok és tízesek helyén áll és a számban nincs máshol 3-as.

	Ezresek 
	Százasok (3) 
	Tízesek (3)
	Egyesek 

	2 féle    
	1 féle    
	1 féle    
	9 féle  


g) eset: Ha a 3-as csak az egyesek, tízesek és százasok helyén áll és a számban nincs máshol 3-as.

	Ezresek 
	Százasok (3) 
	Tízesek (3)
	Egyesek (3)

	2 féle    
	1 féle    
	1 féle    
	1 féle  


Eddig az ezres helyi értéken csak az 1-es és 0-s számjegyekkel számoltunk.

Ha 2-sel kezdődik a négyjegyű szám, akkor 2 darab ilyen szám lesz, a 2003 illetve a 2013.

Összesen tehát 3 · 162 + 3 · 18 + 2 + 2 = 544 darab ilyen négyjegyű szám lesz.

Az első 2016 db pozitív egész szám közül 
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· 100 ( 27 %-ban szerepel 3-as számjegy.

6 pont


2. 1 kg-os és 2 kg-os tömegegységre biztosan szükség van. Ezekkel 1 kg-tól 3 kg-ig tudunk mérni.    4 kg-os tömegegységre is szükség van. Ezekkel 1 kg-tól 7 kg-ig tudunk mérni. 8 kg-os tömegegységre szintén szükség van. Ekkor már 1 kg-tól 15 kg-ig tudunk mérni. 16 kg-os tömegegység ugyancsak kell. Ekkor már 1 kg-tól 31 kg-ig mérhetünk. 32 kg-os tömegegység is kell. Ekkor már 1 kg-tól 63 kg-ig tudunk mérni. 64 kg-os tömegegységre még szükség van. Ezzel már 100 kg-ig is mindent meg tudunk mérni.

Vegyük észre, hogy itt éppen a 2-hatványai sorakoznak!
Másként:

A legkevesebb tömegegységből álló készletet a „felezés módszerével” is összeállíthatjuk. 

Mivel 100 kg-ig akarunk kimérni minden egész értéket, ezért szükség lesz 1 db 50 kg-os mérőegységre, továbbá annak a felére, azaz 1 db 25 kg-os egységre. A további felezéskor már  nem mindig kapunk egész értéket, ezért két lehetőségünk lesz: 

a) vagy kerekítünk és kapjuk a további szükséges tömegegységeket:  13 kg-os, 7 kg-os, 3 kg-os, 2 kg-os és 1 kg-os.
b) vagy vesszük a hányados egész részét (mivel úgyis csak egész kilogrammokat kell mérni) és kapjuk 12 kg-os, 6 kg-os, 3 kg-os, 2 kg-os és 1 kg-os tömegegységeket.
 Ezekkel 1 kg-tól 100 kg-ig minden egész kilogrammot pontosan ki tudunk mérni (némelyiket többféle módon is). Mindkét esetben 7 db tömegegységünk lesz: 
a) 1 kg,  2 kg,  3 kg, 7 kg,  13 kg,  25 kg és  50 kg.
b) 1 kg,  2 kg,  3 kg, 6 kg,  12 kg,  25 kg és  50 kg.
Másként: 

Más szabályszerűséggel is összerakhatjuk a készletet. 1 db 1 kg-os és 1 db 2 kg-os biztosan kell.

 
1 kg + 2 kg + 1 kg = 4 kg-os lesz a következő, majd 

 
2 kg + 4 kg + 1 kg = 7 kg-os, ezután a 

4 kg + 7 kg + 1 kg = 12 kg-os, majd az
1 kg + 2 kg + 4 kg + 7 kg  + 12 kg + 1 kg =  27 kg-os és végül az

1 kg + 2 kg + 4 kg + 7 kg  + 12 kg + 27 kg + 1 kg =  54 kg-os.

Ez is 7 db tömegegységből áll: 1 kg, 2 kg, 4 kg, 7 kg, 12 kg, 27 kg és 54 kg.
6 pont                                                                                                                                         
3. Ha mind a 49 bogár átmászik valamelyik oldalszomszédos mezőre, akkor amelyik bogár eredetileg sötét mezőn ült, az világosra fog átmászni és fordítva. Viszont a 49-nek nem egész a fele, az egyik színből 1-gyel kevesebb van a 7 x 7-es táblán. Ezért nem fordulhat elő, hogy ezután is minden mezőn csak egy bogár legyen.
Másként: 
A 7 x 7-es sakktáblán lévő 49 db bogár közül pl. a tábla szélén lévő mezőkön ülő bogarak „körben” lépnek egyet, akkor ezek egy zárt kör mentén sikeresen helyet tudnak cserélni. Befelé haladva a következő kör mentén lévő bogarak ugyanezt meg tudják csinálni akár ugyanabban az irányban, akár az ellenkező irányban, sőt még az eggyel bentebb lévő kör mentén lévőknek is sikerül ez, de a tábla közepén lévő egyetlen bogár bármerre lép is, csak olyan helyre tud lépni, ahol már van egy bogár, az ő helye pedig üresen marad. Tehát nem fordulhat elő, hogy minden mezőn csak egyetlen bogár foglal helyet, mert minden bogár eredeti helyéről jobbra, vagy balra, le, vagy föl lép egyet, mindenképpen ellenkező színű mezőre kerül (ha sötéten volt világosra, ha világoson volt, sötétre). Egy lépés után is ugyanannyi helyre van szükségük, mint eredetileg, de az egyik színből eggyel kevesebb van. Így egy bogárnak nem jut önálló hely.
Másként:

A sakktáblán minden világos mezőnek csak sötét szomszédai vannak és minden sötét mezőnek csak világos szomszédai vannak. 
Minden bogár egy valamelyik szomszédos mezőre mászik át. Amelyik sötéten volt, az világosra megy, amelyik világoson volt, az sötétre jut. A 7 x 7-es sakktáblán valamelyik mezőből eggyel több van, mint a másik színűből, ezért két eset lehet:

a) Ha világos mezőből van eggyel több, akkor a sípszó után biztosan lesz olyan sötét mező, amelyiken több bogár is ül és lesz olyan világos mező, amelyen nem ül bogár.

b) Ha a sötét mezőből van eggyel több, akkor biztosan lesz olyan világos mező, amelyen egynél több bogár ül és lesz olyan sötét mező, amelyen egy bogár sem ül.

Ezekből az következik, hogy nem lehetséges, hogy a sípszó után is minden mezőn pontosan egy bogár üljön. Ez az eset csak páros mezőt tartalmazó sakktáblán fordulhat elő. 
 6 pont                                                              
4. Tudjuk, hogy a 343 db kiskockát tartalmazó nagykockának 7 egységnyi élei voltak (7 x 7 x 7 = 343). A kérdésekre fordított sorrendben könnyebb válaszolni.
a) Leghamarabb találjuk meg azokat a kiskockákat, amelyeknek 3 festékes lapja van. Ezek az eredeti  nagykocka csúcsaiban voltak: 8 db ilyen van.
b)  2 festékes lapja az eredeti kocka élein szereplő kis kockáknak lesz, a csúcsokat kivéve, valamint az „alagút ki- és bejáratánál” szereplő 4-4 kis kockának: 12 · 5 + 2 · 4 = 68 db van ilyen

   c)  1 festékes lapja lesz a test külső felszínén (lapjain) még össze nem számolt kis 
      kockáknak, valamint az alagút belsejében szereplőknek:
(16  4) · 2 + 4 · 25 + 4 · 5 = 160 db van ilyen  
 d)  0 db festékes lapja lesz a megmaradóknak:  343 ‒ ( 8 + 68 + 160) ‒ 7 = 100 db van ilyen.

Más módon is megkaphatjuk azon kockák számát, amelyeknek nincs festett lapjuk: 
Ha a 7 x 7 x 7-es kockát „meghámozzuk”, lefejtünk róla egy réteget, akkor marad egy
 5 x 5 x 5-ös kocka, amiben lenne125 kiskocka, ha nem vettük volna a furatot ami 5 db

kiskockát jelent. Így maradt 120 kiskocka. A furatban körben festékes maradt még 

a furat palástja, ami 4 · 5 kiskocka egy-egy lapját jelenti, ez  20 db kiskocka, amit le kell 

vonni: 120 db ‒ 20 db = 100 db az a kiskocka, aminek kincs festett lapja.  
6 pont
Ez 100 lehetőség





Ez 100 lehetőség





Ez 2 lehetőség





Ez 90 lehetőség





Ez 90 lehetőség





Ez 0 lehetőség, mert már több 2016-nál





Ez 81 lehetőség





Ez 81 lehetőség





Ez 0 lehetőség, mert már több 2016-nál





Ez 162 lehetőség





Ez 162 lehetőség





Ez 162 lehetőség





Ez 18 lehetőség





Ez 18 lehetőség





Ez 18 lehetőség





Ez 2 lehetőség
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az alagút belsejében
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