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XIII.
Bonifert Domonkos Nemzetközi Matematikaverseny 2016/2017.

  6. osztály
                                                                    2. forduló
JAVÍTÓKULCS

1. Egy szakasznak két harmadoló pontja van a szakasz belsejében. Ebből következik, hogy a feladat kérdésére két különböző válasz létezik.
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6 pont                                                                                                    
2. Az olvasott könyv oldalszámai között 1 db van, ahol az egyjegyű szám az 5-ös.
A kétjegyű oldalszámok közül 9 db olyan van, amelyik 5-re végződik és 10 db van, amely 5-tel kezdődik. Ezek között ott van az 55, amelyet mindkétszer beleszámoltuk, tehát összesen 18 db van.

Három számjegyű oldalszámokból 100-tól 199-ig szintén (1 db + 18 db) van.






      200-tól 299-ig szintén 19 db van,






      300-tól 399-ig szintén 19 db van,






      400-tól 499-ig szintén 19 db van,






      500-tól 539-ig minden szám jó, azaz 40 db van.

Összesen: 5 · 19 + 40 = 135 db ilyen szám van, vagyis 135-ször látható olyan oldalszám, amelyben megjelenik az 5-ös számjegy.
Másként:

Tudjuk, hogy 539-ig 539 db pozitív egész szám van. Keressük meg először, hogy hány olyan háromjegyű szám van 539-ig, amelyben nem fordul elő az 5-ös számjegy!

Nézzük meg mi kerülhet az egyes helyi-értékekre!


‒ a százasok helyén szerepelhet: a 0, 1, 2, 3 és a 4. Ez 5 -féle lehetőség.


‒ a tízesek helyén szerepelhet: a 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8 és a 9.  Ez 9-féle lehetőség.


‒ az egyesek helyén szerepelhet: a 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8 és a 9.  Ez is 9-féle lehetőség.

Összesen így 5 · 9 · 9 = 405 db háromjegyű számot tudunk létrehozni, amelyben nem szerepel az 5-ös számjegy. Ezek közé azonban beleszámoltuk a 000-t is, ami esetünkben nem kell, hogy szerepeljen.

Marad 404 db szám az 539-ből, amiben nincs 5-ös. Az 539 ‒ 404 = 135 db számban viszont szerepel az 5-ös, vagyis Kati 135-ször örülhet, mert látja kedvenc számjegyét.
6 pont
3. Hogy 15 legyen a maradékok összege, ahhoz minden számnak a lehető legnagyobb maradékot kell adnia az osztásoknál. Nézzük végig az egyes eseteket!

‒  5-tel osztva 4  a legnagyobb maradék, amit a 4, 9, 14, 19, … továbbá minden következő olyan természetes szám ad, amely 4-re, vagy 9-re végződik.
‒  7-tel osztva 6 maradékot adnak: 6, 13, 20, 27, 34, 41, 48, 55, 62, 69, 76, 83, 90, 97, 104, 111, 118,



125, 132, 139, 146, 153, 160, 167, 174, 181, 188, 195, 202, 209,…

Itt vastagon szedve szerepelnek azok, amelyek az előbbi feltételnek is megfelelnek.
	a vizsgált szám
	34
	69
	104
	139
	174
	209

	6-os maradéka
	4
	3
	2
	1
	0
	5



‒  6-tal osztva 5 maradékot adnak: itt már csak azokat a számokat vizsgáljuk, amelyek az előbbi két feltételnek megfeleltek.


A legelső (azaz legkisebb) olyan természetes szám, amely mindhárom feltételnek megfelel, a 209.


Már csak a hányadosokat kell kiszámolni. 209 : 5 = 41
209 : 6 = 34

209: 7 = 29








          4                       5                             6


A hányadosok összege: 41 + 34 + 29 = 104. Ez a lehető legkisebb érték.
Másként: Hogy 15 legyen a maradékok összege, ahhoz minden számnak a lehető legnagyobb maradékot kell adnia az osztásoknál.

a)    Azok a természetes számok, amelyeknek 5-tel való osztáskor a lehető legnagyobb, azaz 4 a maradéka, az 5 többszöröseinél 1-gyel kisebbek.

b)   Azok a természetes számok, amelyeknek 6-tal való osztáskor a lehető legnagyobb, azaz 5 a maradéka, a 6 többszöröseinél 1-gyel kisebbek.

c)   Azok a természetes számok, amelyeknek 7-tel való osztáskor a lehető legnagyobb, azaz 6 a maradéka, a 7 többszöröseinél 1-gyel kisebbek.

Azok a természetes számok, amelyekre egyidejűleg a fenti 3 feltétel mindegyike teljesül, 
azok az 5, 6, 7  közös többszöröseinél 1-gyel kisebb számok. 

Mi a legkisebb ilyen számot keressük, ezért az 5, 6, 7 számok legkisebb közös többszörösénél 

1-gyel kisebb szám lesz a megfelelő, ami 210 ‒ 1 = 209.

Az osztások elvégzésével kapjuk a megfelelő hányadosokat, amelyek összege: 41 + 34 + 29 = 104.
Másként:  Ha egy természetes számot elosztunk 7-tel, akkor a maradék legfeljebb 6 lehet,
           



  ha 6-tal osztjuk el, akkor a maradék legfeljebb 5 lehet,

  


  ha 5-tel osztjuk el, akkor a maradék legfeljebb 4 lehet.

A legnagyobb maradékok összege 6 + 5 + 4 = 15 lehet.  

Az a legkisebb szám, amiben a 7 is, a 6 is és az 5 is 0 maradékkal van meg, az a három szám legkisebb közös többszöröse, ami jelen esetben a 210. Ennél 1-gyel kisebb szám a 209, amiben 1-gyel kevesebbszer van meg a 7 is, a 6 is és az 5 is, mint a 210-ben, a maradékok pedig rendre 6, 5 és 4.
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209-ben a 7 megvan 29-szer és a maradék 6.

209-ben a 6 megvan 34-szer és a maradék 5.     
209-ben az 5 megvan 41-szer és a maradék 4.

A feltételeknek megfelelő szám (209) esetén a hányadosok összegének legkisebb értéke 104.
 6 pont                                                                                                                                         
4. Amikor egybevágó kockákat ragasztunk össze, akkor a keletkező oszlopok felszíne rendre


6, 10, 14, 18,  22,  26, 30, 34, … egységnyi lesz, attól függően, hogy az összeragasztott kockák száma

1,  2,   3,   4,  5,    6,   7,  8,  ….


Látható, hogy minden újabb kocka hozzáragasztásával 4 egységgel nő a felszín.

a)  ötszörösére akkor nő a felszín (6 · 5 = 30), ha  7 db kockát ragasztunk össze oszloppá.

b) A 6 egységnél annak 10-szeresével nagyobb felszín (6 + 60 =)  66 egység, ami a 6 + 4 · x = 66 egyenlet megoldásából adódik, ami x = 15 esetén áll elő, vagyis 15 darab kockát kell hozzáragasztani az eredetihez, tehát az oszlop 16 db kockából áll.
c) Minden újabb kocka hozzáadása 4 egységgel növeli a felszínt, akkor 316 egységgel akkor növekszik, ha 316 : 4 = 79 db kockát ragasztunk hozzá, azaz 80 db kockából áll az oszlop.

Másként:   Egy kocka felszíne 6 négyzetlapnyi. A változtatáskor az alaplappal és a fedőlappal nem számolhatunk, mert akárhány kockából is áll az oszlop, ezek mindig ott lesznek, ezeken kívül viszont az oszlopban lévő minden kockának 4 lapja látszik, illetve számítható bele a felszínbe.

a) Ha 5-szörösére növeljük a felszínt, akkor 5 · 6 = 30 négyzetlapnyi lesz. Itt is ha leszámítjuk az alap- és fedőlapot, akkor 30 ‒ 2 = 28 négyzetlapnyi oldallap látszik, ami 28 : 4 = 7 kocka összeépítésekor keletkezik, azaz 7 kocka lesz az oszlopban.

b) Ha az oszlop felszíne a kocka felszínénél annak 10-szeresével nagyobb lesz, azaz
6 + 10 · 6 = 66 négyzetlapnyi. Itt is az alap- és fedőlapot leszámítva, az oldallapok összterülete 

66 ‒ 2 = 64 négyzetlapnyi, ami 64 : 4 = 16 kocka beépítését jelenti az oszlopba.

c)  Ha az oszlop felszíne a kocka felszínénél 316 négyzetlapnyival nagyobb, akkor 6 + 316 = 322 négyzetlapnyi, ahol az oldallapok összterülete 322 ‒ 2 = 320 négyzetlapnyi. Ez 320 : 4 = 80 kocka oszloppá építésével érhető el.
            6 pont
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A hányadosok összege:  29 + 34 + 41 = 104
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